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Resume 

On construit dans cet article une resolution injective minimale dans la categorie U des modules 
instables sur I'algebre de Steenrod modulo 2, de la cohomologie de certains spectres obtenus a partir de 
I'espace de Thom du fibre, associe a la representation reguliere reduite du groupe abelien elementaire 
(Z/2)", au dessus de I'espace _B(Z/2)". Les termes de la resolution sont des produits tensoriels de 
modules de Brown-Gitler J{k) et de modules de Steinberg Ln introduits par S. Mitchell et S. Priddy. 
Ces modules sont injectifs d'apres J. Lannes et S. Zarati, de plus ils sont indecomposables. L'existence 
de cette resolution avait ete conjecturee par Jean Lannes et le deuxieme auteur. La principale indication 
soutenant cette conjecture etait un resultat combinatoire de G. Andrews : la somme alternee des series 
de Poincare des modules considerees est nuUe. 

Ce resultat a des consequences homotopiques et permet de demontrer pour ces spectres un resultat 
du type de la conjecture de Segal pour les classifiants des 2-groupes abeliens elementaires [AGM85] . 
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1 Introduction 

Dans une categorie abelienne il est en general difficile de construire explicitement des resolutions in- 
jectives ou projectives minimales. C'est en particulier le cas dans la categorie des modules instables sur 
I'algebre de Steenrod modulo 2 A. On salt tres bien decrire les objets injectifs de la categorie [LS89| . de 
plus comme ces modules sont cohomologie modulo 2 de spectres ou d'espaces (contrairement a ce qu'il en 
est pour les objets projectifs) ceci accroit I'interet pour de telles constructions. Cependant en dehors de 
quelques exemples et d'un resultat de W. H. Lin [Lin92| . pen utilisable, tres peu de resultats generaux sont 
connus. On n'a meme pas de resultats de finitude approprie general : par exemple si on salt que les modules 
ayant un nombre fini de generateurs out des resolutions dont chaque terme est somme directe finie d'injectifs 
indecomposables, on ne salt pas demontrer I'analogue pour des modules instables dont I'enveloppe injective 
est elle meme somme directe finie d'injectifs indecomposables (ce qui est la condition de finitude raisonnable 
pour la cohomologie modulo 2 d'un espace de dimension infinie). Ce resultat est equivalent a des conjectures 
difficiles concernant des categories de foncteurs entre espaces vectoriels sur le corps F2 ( |Dja07| ). 

Dans cet article on se propose d'etudier un cas suggere par certaines identites combinatoires, en fait 
on part d'une formule montrant qu'une somme alternee de series formelles est nuUe. Dans la mesure oii a 
I'exception d'un terme les series formelles qui apparaissent sont les series de Poincare de modules instables 
injectifs bien connus, que le terme restant est la serie de Poincare de la cohomologie d'un "spectre de 
Thom" on espere realiser cette identite algebriquement, c'est ce que nous faisons dans cet article, puis 
geometriquement, ceci sera fait ailleurs. Mais le resultat algebrique seul permet de deduire des consequences 
homotopiques, cela sera explique plus bas. 

La fonction de partition de Mine v{n) est definie comme le nombre de representations de I'entier n 
en somme d'entiers Ci : n — ci + ■ ■ ■ + Cm avec < 2c„j_i < • ■ ■ < 2™~^ci = 2™^^, m quelconque. 
On note v{m,n) le nombre des solutions pour lesquelles c„j ^ 0, Cm+i = 0, to donne. On pose fJ^mil) = 
J2n v{m,n)q^. Dans [And81| G. Andrews montrc que : 



Soit U la categorie des modules instables sur I'algebre de Steenrod modulo 2. Les series formelles qui 
apparaissent ci-dessus sont celles du produit tensoriel de modules de Steinberg Lm-i |MP83| et de Brown- 
Gitler J(2* — 1) |GLM 92J qui sont des objets injectifs dans Le module de Steinberg L„ est un facteur direct 
dans F2[xi, . . . , a;„], le module de Brown-Gitler J(fc) est lui un module fini caracterise par Homj^(Af, J{k)) = 
M^* . La serie de Poincare de Lj est ^j, celle de J{2^ — 1) est ^h- 

Le terme de gauche de I'egalite (|A| est la serie de Poincare du sous- module L'^ — LOnLn C i„. Ici tOn est 
le produit de toutes les formes lineaires non-nuUes, c'est-a-dire la classe d'Euler de la somme de Whitney de 
tons les fibres en droites non triviaux sur i?(Z/2)". C'est la cohomologie d'un spectre de Thom approprie 
P'ak99J (voir 16.11 ). La serie de Poincare, de verifie alors = i^"~^^„. Pour un espace vectoriel 
gradue V on notera P{V) sa serie de Poincare. Le resultat d' Andrews dit que : 




(A) 



avec 



,(2-l) + (2^-l) + ... + (2'"-l) 



(l-q2-l)...(l_52™-l)- 
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-P{L'^) + P(L„) + ^(-l)«F(i„_, ® J{r - 1)) + J(2" - 1)) = 0. 

s=l 

Ceci suggere la construction d'une resolution injective pour L'^^. Voici le premier resultat : 
Theoreme 1.1 Pour tout n > 1, il existe une resolution injective minimale dans U : 

^ ^ L„ ^ i„_i ® J(l) ^ L„_2 «> J(3) ^ ^ il eg) J(2"-i - 1) ^ J(2" - 1) ^ 0. 

On notera /s^„ pour les morphismes intermediaires 

L^-s+i <E> J{2'-^ ~ 1) ^ ® 7(2^^ - 1). 

On a en coroUaire : 

Theoreme 1.2 5oii n > 2 et soit le sous- ensemble rfe Z x Z determine par : 

a„ {t - s < -2"-2 _ „| 

On a 

Ext:,*(Z/2,L:j) .(M)e{(n,l-2"),(n + l,l-2-)}, 

' "^^ \0 s*(s,t)e2l„\{(n,l-2"),(n + l,l-2"-i)}. 

Ainsi qu'on I'a dit est cohoniologie modulo 2 d'un spectre qui est obtenu comme suit. L'idempotent de 
Steinberg e„ = i?„E„ G F2[GL„] induit une application sur Ei3(Z/2)"', le telescope de cette application est 
(a suspension pres) le spectre M(n) de cohomogie M„ (voir ci-dessous). On peut aussi appliquer l'idempotent 
a I'espace de Thom du fibre reg^ base _B(Z/2)" |Tak99| qui est somme de tons les fibres en droites non 
triviaux sur _B(Z/2)". On obtient alors comme telescope de cette application (a suspension pres c'est un 
espace) un spectre L(n) de cohomologie L„. On peut encore appliquer cette procedure au fibre feg® . On 
obtient alors comme telescope de cette application (a suspension pres c'est un espace) un spectre L'(n) de 
cohomologie L'^. Cette construction a ete introduite par Shin-ishiro Takayasu |Tak99j et sera detaillee en 

[Q 

Le theoreme suivant a lieu pour ce spectre (a 2-completion pres), c'est un analogue de la conjecture de 
Segal (forme faible) |AGM85l ILZST] : 



Theoreme 1.3 1. Pour n > 2, on a 
7r^-(L'(n)) = 



Z/2 si e {n + 2" - l,n + 2"-i}, 
sike[n + 2"-2^ +oo) \ {n + 2" - 1, n + 2"-^}. 



2. Pour le spectre L'(l), on a 7r-'^(L'(l)) = 0, 7r^(L'(l)) = Z2 (I'anneau des entiers 2-adique) et 7r*'(L'(l)) = 
si fc > 2. 

En fait il semble clair que ces calculs peuvent etre pousses plus loin, mais cela implique le calcul du 
foncteur division par les modules L„ pour n > 2 sur I'algebre de Dickson, ici on a seulement utilise le cas 
n = 1. Ceci sera etudie ailleurs. 

L'article est organise comme suit. Dans la section [21 on rappelle des resultats concernant le facteur 
de Steinberg et les modules de Brown-Gitler. Dans la section |3] on demontre le theoreme 11.11 modulo une 
presentation de certains modules de Brown-Gitler, celle ci est le coeur de I'argument et est donnee en section 
ID Dans la section [5] on donne des applications pour les groupes d'extensions et on demontre le theoreme 
11.21 A I'aide de la suite spectrale d' Adams, on demontre le theoreme 11.31 dans la section [6l 

Les auteurs remercient le PICS Formath Vietnam du CNRS de les avoir soutenus en facilitant leurs 
rencontres. lis sont aussi reconnaissants a N. Kuhn pour ses commentaires utiles et pour avoir attire leur 
attention vers la tour de Goodwillie de I'identite evaluee en spheres impaires. lis remercient egalement G. 
Powell de ses remarques judicieuses. 
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2 Modules instables injectifs 



Dans cette section on rappele ce qu'il convient sur les modules instables injectifs. 

2.1 Les modules de Steinberg 

Soit GL„ :— GL„(F2) le groupe des matrices nxn inversibles a coefficients dans le corps a deux elements 
F2. Ce groupe opere a gauche sur I'algebre polynomiale graduee F2[xi, . . . , a;„] (chaque generateur Xi etant 
de degre 1) par la formule 

n n 
(fJ • f){xi, ...,Xn)-= fC^Cr^.lXj, . . .,^(Tj,nXj), 

i=i i=i 

011(7 ~ (cij)„xn G GL„ et / G ¥2[xi, . . . , x„]. Cette action s'etend evidemment au semi-groupe de 
toutes les matrices M„(F2). L'algebre polynomiale F2[a;i, . . . ,Xn] est isomorphe a la cohomologie modulo 
2, i?*(i?(Z/2)"; F2), de I'espace i?(Z/2)". Cette cohomologie est un module instable sur A, l'algebre de 
Steenrod modulo 2, et les actions ci-dessus sont ^-lineaires. 

Soit S un sous-ensemble du groupe GL„. On note S G F2[GL„] la somme de tous les elements de S. On 
considere les cas du sous-groupe de Borel i?„ des matrices triangulaires superieures et du sous-groupe E„ 
des permutations. L'idempotent de Steinberg, e„, est defini par par la formule 

Proposition 2.1 ( [Ste56| ) On a = e„ et le module F2[GL„]e„ est projectif et absolument irreductihle. 
S. Mitchell et S. Priddy definissent le module de Steinberg |MP83| en theorie des modules instables par : 

Af„ := e„ • F2[a;i, . . . ,a;„]. 

Comme A opere de maniere naturelle a gauche sur ¥2[xi, . . . ^Xn] I'espace vectoriel Af„ est un sous-„4- 
module de F2[a;i, . . . , a;„]. D'apres le theoreme de Carlsson-Miller [Mil84] F2[a;i, . . . , x„] est injectif dans la 
categorie lA, comme M„ en est un facteur direct il est egalement injectif. 

On notera que dans jMP83j Taction est a droite et que nous travaillons avec une action a gauche. La 
version de M„ que nous utilisons n'est done pas invariante par le groupe symetrique mais par le sous- 
groupe de Borel i3„. La proposition 2.6 de [MP83| montre que quand applique les deux idempotents, -B„E„ 
et TinBn, a un ^ — GL„-module (module instable ayant une GL„- action compatible ) on obtient des 
modules instables isomorphes, les isomorphismes etant donnes par Bn et E„. 

L'algebre de Dickson D{n) est l'algebre des elements invariants sous Taction du groupe GL„ dans 
F2[a;i, . . . , x„], elle est polynomiale en des generateurs de degre 2" — 2"~^,. . . , 2" — 2\ . . . , 2 — 1. Soit tOn 
Tinvariant de Dickson superieur en degre 2" — 1 : c'est le produit de toutes les formes lineaires non-nuUes, 
soit 

uJn = det(a;^' )i<ij<n, 

c'est aussi la classe d'Euler de la somme de tous les fibres en droites reelles non triviaux sur _B(Z/2)"). 

Proposition 2.2 ( |MP83l IKuhSTj ) Le module instable Mn est un module sur l'algebre de Dickson D{n). 
Le sous-espace vectoriel gradue Ln = UnMn C M„ est un sous module instable. De plus il y a un isomor- 
phisme de A-modules : 

Mn = Ln © Ln-1- 

Cet isomorphisme est rigide. 
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La decomposition des modules instables M„_i = L„©L„_i correspond a une decomposition e„ = e„+e^ 
dans I'algebre du semi-groupe des matrices F2[M„(F2)]. Les elements e„ et sont des idempotents primitifs 
et orthogonaux, est constitue de matrices singulieres. 

Par definition, AIi est la cohomologie _ff*(i3Z/2; F2). On en deduit que Li est la cohomologie reduite 
H{B'E/2; F2). En identifiant Lf " a I'ideal de F2[a;i, • • • , x„] engendre par xi ■ • • Xn, on peut verifier que 

Proposition 2.3 L„ = e„ • Lf" = w„M„ = 0?=!^ Lf'-^ ®L2® Lf''-'-\ 

Celle-ci sera demontree en appendice en utilisant la relation qui existe entre les idempotents de Steinberg 
et I'algebre de Hecke End]F,[GL_^] (ll'"") etudiee par N. Kuhn |Kuh84j . 
Pour tout 1 < A: < n, I'inclusion 

n— 1 A:— 1 n — 1 

Pi Lf-i®L2 0Lf"-^-' C ( fl Lf-i®L2®ir"'"') n ( fl ®L2®ir"'"') 

i—1 i—1 i—k-\-l 

definit une inclusion canonique 5: Ln ^ Lk ® Ln-k- H est clair que S est coassociative. On obtient done 
une structure de F2-coalgebre sur := ® j>o Li qui meritera une etude ailleurs. 

La serie de Poincare d'un espace vectoriel gradue V est dcfinic par P{V) — P{V,t) ^^dimy't'*, oii 
designe la partie de degre d de V. On considere aussi la serie de Poincare de I'espace vectoriel sous-jacent 
d'un module instable M, on la notera aussi P{M) par abus. On a : 

Proposition 2.4 ( |MP83p La serie de Poincare de Ln, notee in, est donnee par 

i=l 

En fait Mitchell et Priddy montrent qu'en tant qu'espace vectoriel gradue, T,nBn '^2[^It ■ ■ ■ ^^n] a- une 
base formee par les elements 

Sq*i + l---Sq*"+\ ^- ) 

■^1 ' ' ' •^n 

omi > 2z2 > • • • > 2'^~^in > 0. La copie de Mn que Ton considere a done pour base les elements 

5„-Sq'^ + l-..Sq^"+l( i ). 

•^1 ' ' ' "^n 

Theoreme 2.5 En tant que F2 -espace vectoriel gradue, le module Mn a une base formee par les elements 

11—212 in-1— 2i„ i 

oil i\ > 2z2 > • • • > 2"~^i„ > 0. Ici tOk ^ F2[a;i, • • • , Xk]- 

Ceci sera demontre en appendice. On notera que lelement e„-wj^~^*^ • ■ • ojI^Si est de degre ii + - ■ ■+in- 

2.2 Les modules de Brown-Gitler 

Soit J{k) le ^-module de Brown-Gitler (cf. |Sch94[ Chapter 2]). En degre k, I'espace vectoriel gradue 
J(fc) est egal a F2, engendre par un element note tfc. Le module J{k) est caracterise par le fait que la 
transformation naturelle qui k f G Homt/(M, J{k)) associe sa restriction en degre k, qui est done dans le 
dual M''*, est une equivalence naturelle : 

Homw (M,J(fc) ^ M''*. 
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En particulier si un ^-module instable M est de dimension 1 en degre fc, alors il existe un et un seul 
morphisme ^-lineaire non nul de degre zero de M dans J{k) ; ce morphisme envoie sur Lk I'element non nul 
de M'' (la partie de degre k de M). 

H. Miller a donne dans |Mil84| une description globale des J{k) en considerant leur somme directe. II 
introduit I'objet bigradue J* determine par = J{kY . Get objet est en fait une algebre bigraduee, dotee 
d'une structure de module instable pour laquelle la formule de Cartan a lieu. En fait Miller demontre que 
(' |Sch94l Chapter 2]) : 

Proposition 2.6 On a 

avec ti e J(2*)^ de bidegre (1,2*). La structure de A-module instable de J* est determinee par 

et la formule de Cartan. Le module J{k) s'identifie au sous-espace engendre par les mondmes de second 
degre k, i.e. par les t^" • ■ • if ' avec J^h '^h^^ = k. 

Soit maintcnant Q,k I'ensemble des suites d'entiers (ii, . . . telles que 

< il < 2^2 < 4^3 < ■ • • < 2''-^ik = 2^-^. 

La /c-ieme fonction generatrice de Mine /ife, est donnee par 

^Ji,{t) = Y^\^li\t'' = Y^e^+■■■+^^\ 

d>0 Slfc 

flf etant le sous ensemble de ftk constitue par les partitions de somme d. 

Proposition 2.7 ([Sch94l P- 57]) Soit k>l, on a P{J{2^ - 1)) = /ifc. 

Dans la reference ceci est propose en exercice. La demonstration resulte de 12.61 Partant du monome 
io" • ■ ■ e J(2'= - I)'', on pose 



2 2'*'" 2 4 4''"'*'=" 2 +'"+2^- 2* 



On verifie facilement que les ih sont des entiers, et que la suite (ii, . . . ,ik) est dans il^. Inversement partant 
d'unc suite («i, . . . ,ik) & f^^, les formules 

ao = 2ii - 1, ai = 2z2 - «i, . . . , ak-i = 2ik - ik-i 

determinent un monome comme ci-dessus, fournissant I'application reciproque. Le resultat suit. 

2.3 Le theoreme de Lannes-Zarati 

Enfin on rappelle que : 

Theoreme 2.8 Le module instable L^ ® J{k) est injectif dans la categoric lA. 

C'est un cas particulier du resultat principal de Lannes et Zarati dans |LZ86| . Par ailleurs, il resulte de 
|LS89| que ce module est indecomposable. 
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3 Construction des morphismes et exactitude 



Dans cette section on construit Ics morphismes du complexe, puis on demontre I'exactitude, modulo une 
presentation du module de Brown-Gitlcr J{2^ — 1) qui sera faite dans la section suivante. 

3.1 Construction des morphismes 

Rappelons que Li, etant la coliomologie reduite de i3Z/2, s'identifie a I'ideal {x) C F2[a:]. On note 
TTs : Xi — > J(2*) I'unique morphisme non trivial qui envoie x'^ sur la classe fondamcntale t2= de J{2^). 
Definissons le morphisme fs^n comme suit : 



Ln-s+l ® J(2' 



s-1 



1) 



fs.r. 



> J(2^ - 1) 



Lr. 



Li ® J(2^-i - 1) ^ L„_, 



J(2''-i) ® J(2" 



1) 



Ici fi: J{2-'^^) ® J(2 



^ — 1) — > J{2^ — 1) est la multiplication, qui est I'unique morphisme non trivial et 
Li la comultiplication de la F2-coalgebre i*. Par convention, I'inclusion naturelle 



L'^ ^ L„ se note /o,„. 

Proposition 3.1 fs+i,n ° fs.n = pour 1 < s < n — 1. 

Demonstration On va sc ramcner au cas n — 2. Grace a la coassociativite de S et a I'associativite de /i, la 
composee fs+i,n ° fs,m pour 1 < s < ri — 1, se factorise alors comme suit : 




1) 



L2®J{2' 

id®i®id 



1) 



Ln-s-i ®Li®Li® J(2""i - 1) 



Ln-s-l ® J{2'+^ ~ 1) 



id®// 



Ln—s—1 



i d (S" TT s (2) TT q - 1 (2) i d 

' J(2'^)® J(2*-i)® J(2"-i-l). 



A cause du corollaire l3.3l ci-dessous. on a fioons®ns-io5 = 0, ici fi designe la multiplication 7(2")® 7(2^* ^ 
7(2" + 2*^1). Et done /s+i.„ o f^^^ = pour 1 < s < ti - 1. □ 

On part de la base comme espace vectoriel gradue du facteur L2 constituee par les elements 62 ■ uj1~'^^ljj\ 
avec a > 2& > 0. 

Lemme 3.2 Si a > 2b > et a + b = 2^ + 2*~^, alors I'expression de 62 ■ u;"^^''aj2 comme somme de 
monomes distincts ne contient pas x\ x\ 

Demonstration Notons que les conditions du lemme impliquent que i > 1. On a 

■r'' + (^1 + X2T-^'']x\xl(xi + X2f 



^ , ,a-26, ,6 
62 • UJi UJ2 



a — b 
j 



)x\+^xr' + E 



a — b 
j . 



h+j a—j 
^1 ^2 



Comme a > 26 et a + 6 = 2* 



on voit que a > 2' et & < 2* ^ . Posons a = 2' + c et = 2' ^ — c avec 



< c < 2* . On en dcduit que le premier termc dans la somme ci-dessus ne peut contenir xf X2 ■ D'autre 
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part, le coefficient de Xi x\ dans ie deuxieme terme est {^2'-b)' Supposons que c — 2*c' avec Q < t < i — 1 
et c' impair. On a aiors 

/a - 6\ _ /2*-i + 2c\ _ /2'-i + 2c\ _ /2'-i + 2*+ic'\ _ /2'-i-* + 2c 
1^2* - fej ~ (v2'-i+ cj ^ c y 2*c' j ~ c' 

car 2*"-'^^* + 2c est pair alors que c' est impair. □ 

If suit : 

CoroUaire 3.3 La composee 

L2^Li® Li II^^ ® j(2«-i) A J(2* + 2^-1) 

est 7tM//e pour tout i > 1. 

Demonstration Le cas i > 1 vient du lemme precedent. Si z = 1, on verifie que L2 est trivial en degres 
inferieurs a 4. □ 




3.2 Demonstration de ['exactitude 

On commence par introduirc I'application suivante : 

gs : Lr J{r-') ® • • • ® J(l) ^ J(2^ - 1) 

oii/i est I'unique application non-trivialc. On montrera dans la section suivante que : 

Proposition 3.4 L'application gs est surjective. Le systeme d'elements gs{x^i ' ' ' x^s) avec . . . ,is) G 
est une base de J(2* — 1). 

Afin d'alleger les notations, on notera - I'element 

11—212 in-s-l— 2i„_3 in-s 

et I'element 

La proposition suivante est la consequence de la proposition precedente et de 12.51 

Proposition 3.5 Soit < s < n. En tant qu'espace vectoriel gradue, Ln^g J(2'' — 1) a une base formee 
par les elements 

avec ii > 2i2 > ■ ■ ■ > 2""'*"ii„_s > < in-s+i < 2i„-s+2 < • • • < 2'*"ii„ 2**"^ 

Pour I < s < n, notons A(s, d) I'ensemble des elements de cette base qui verifient ii + • • ■ + i„ = d et 
in-s < 2i„_s+i, B{s, d) I'ensemble de ceux qui verifient ii + • • • + i„ = d et in-s > 2i„-s+i- 

Pour s — 0, notons A{0, d) I'ensemble des tj^i' - ''" avec + - ■ = d et ii > 2^2 > • • ■ > 2"~^i„ — 2"~^, 
B{0, d) I'ensemble des w*!' - -'" avec ii H h «„ = d et ii > 2^2 > • • • > 2^^^in > 2"~^ 

II est clair qu'en degre d, la dimension dc L„_s(8) 7(2^* — 1) est \A{s, d)\ + \B{s, d)|, la somme des cardinaux 
de A{s,d) et B{s,d). De plus \A{s,d)\ = \B{s + l,d)|. 

Lemme 3.6 Soit 1 < s < n. Alors en degre d, dimim/s_„ > \A{s — l,d)|. 
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Demonstration D'apres l7.21 on a 

i 

pour certains i > i^-s^i ct fi G ]F2[xi, . . . ^Xn^s] ' ^n-s- D'ou 

/,,„(a;^i--*"-^+^ (g. 3*-=+=.-.^") ^ ^n,...,^„-. ^ ^i„_.+i,...,i„ + ^ y,, ® 

pour certains yi G in-s et Zi € J{2^ — 1). Comme degzi > degg*""''+^' - '*", il suit facilement de cette 
formule que les elements de fs,n{A{s — sont lineairement independents. □ 

On demontre I'exactitude de la suite dans le theoreme ll.il : 

^ L; ^ L„ ^ i„_i (g) J(l) ^ L„_2 «> J(3) ^ ^Li® J(2"-i - 1) ^ J(2" - 1) ^ 0. 

L'exactitude en L„ est facile de verifier en utilisant 17.21 et la definition de L'^. L'exactitude en J(2" — 1), 
i.e. la surjectivite de sera montree dans la sectional Soit 1 < s < n — 1. D'apres [3.61 en tout degre d, 
on a 

dimim/,,_„ + dimim/s+i,„ > \B{s, d)\ + \A{s, d)\ 

= dimL„_s (g) J(2'' - 1). 

Comme im/^^n C ker/s_|_i^„, il suit que cette inegalite est en fait une egalite et done dimim/^,™ = 
dimker/s+i^„. Cela prouve l'exactitude en L„_s ® J(2'* — 1) pour 1 < s < n — 1. Le resultat suit. 



4 Une presentation de J(2" — 1) 

4.1 La presentation de J(2" — 1) 

Dans cette section on donne une description de J(2" — 1) comme quotient dc I'idcal (a;i • • • Xn) C 
F2[a;i, . . . D'apres [2?6l J(2" — 1) est le sous-module de J* qui admet pour base les monomes de second 
degre 2" - 1, c'est-a-dire les monomes ig" . . . tels que YThZl "'i^'* = 2" - 1. 

On designera par MP{i) le sous-module Lf'"^ ® £2 Lf"'~'"\ 1 < i < n - 1 et par MP{n) le 
sous-module Lf"~^ g) L[. On considere done : 

ff„ : if" J(2"-^) • • • J(l) ^ J(2" - 1). 

Par 13.31 et le fait que 7To{L[) est trivial, le noyau de (/„ contient la somme MP{1) + • • • + MP{n). 
Theoreme 4.1 L'application gn est surjective et induit un isomorphisme de modules instables 

MP{1) + ■■■ + MP{n) ^ 

Demonstration En supposant que g„ est surjectif, la demonstration de I'isomorphisme se fait comme suit. 
On rappelle que f2„ est I'ensemble des suites d'entiers (ii, . . . , i„) telles que 

< < 2^2 < 4^3 < • • ■ < 2"~ii„ = 2"-^ 

En tant qu'espace vectoriel gradue le module quotient ci-dessus est engendre par les elements gn{x'i ■ ■ ■ xjj") 
avec (il, . . . ,i„) € ri„. En cffet, soit un element g-nixi^ • • '^^n") pour lequel on a > 2aj+i. A I'aide de 
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MP{i), il peut s'ecrire comme somme d'elements gn{xl^ ■ ■ ■ x^Li -x"^' '^i+i ' ' '^fc") ^'^^c a-+a-^i = 

ai + ai+i et a- < : 

j=i ^ ^ ^ ^ j=a,+i+i \ J y 

Une iteration evidente -tenant compte de MP{n)- donne le resultat. 

Utilisant la serie de Poincare l2.7l de J(2" — 1), on observe qu'en tout degre la dimension de I'image de 
Qn est inferieure ou egale a celle de J(2" — 1). On obtient alors risomorphisme souhaite. □ 

4.2 Surjectivite de 

Le reste de la section est consacre a la demonstration de la surjectivite de gn- On procede comme suit. 
Soit V un espace vectoriel de dimension n. On va montrer qu'il y a un morphisme surjectif de H*{V) vers 
J(2" — 1), puis on montrera que 

Ylomu{H*{V), J(2" - 1)) = H2^^i{V) 

est un F2[End(F)]-module cyclique de generateur gn- La surjectivite de g„ est alors evidente. 

Pour la premiere partie de I'argument on se sert de Paction tordue, introduite par N. Campbell et P. 
Selick |CS90| . de I'algebre de Steenrod sur I'algebre polynomiale. 

On considere I'algebre polynomiale F2[ioj • ■ • , in-i], ii etant de degre 1. L'action tordue de I'algebre de 
Steenrod sur celle-ci est determinee par : 

Sql(i,)=itl, l<i<n-l, Sq\io) = d 

et la formulc de Cartan. Campbell et Selick montrent alors que, en tant que modules instables, les algebres 
F2[to, . . . ,tn-i] (avec Taction tordue de A) et F2[a;i, . . . , a;„] (munie de Taction classique de A) sont iso- 
morphes. 

On introduit une bigraduation sur F2[to, . . . ,tn-i] cn imposant que pour chaque ti le second degre soit 
w{ti) = 2* (comme pour J* plus haut). 

Le module instable F2[toj • ■ • j^n-i] admet alors une decomposition en somme directe de 2" — 1 sous- 
modules instables, chaque facteur, soit F2[to, • ■ • ,tn-i\i-, etant le sous- module engendre par les monomes 
dont le second degre est congru modulo 2" — 1 a i. On observe si / S F2[io: ■ • ■ , ^n-i] alors 

Sq^(to/) = ioSqi(/) + tlf, w{tlf) = w{tof) + 2" - 1 

done le sous-espace vectoriel gradue engendre par les monomes dont le second degre est superieur a une 
valeur donnee est un sous-module instable. 

Pour un element / G J* = F2 [fi | i > 0] on a 

On considere alors la surjection evidente qui envoie ¥2[to, . . . ,tn-i] sur le module de Brown-Gitler 
J(2" — 1) C J* : elle envoie sur 0, les monomes de degre superieur a 2" — 1, et ceux de second degre non 
congruents a 2" — 1. On peut voir egalement cette application comme etant la composee de Tapplication 
d'algebre de F2[to, . . . ,tn-i] vers J* qui envoie ti vers ii, suivie de la projection sur J(2" — 1). 

Si la premiere application n'est pas ^-lineaire on verifie facilement que la composee Test par les argu- 
ments donnes ci-dessus. 

On obtient ainsi un epimorphisme de H*V sur J(2" — 1), V etant un espace vectoriel de dimension n. 
On etudie maintenant le module d'homologie 7?2"-i(V^)- L'algebre polynomiale S*{V*) = F2[a;i, . . . , x„] 
s'identifie a la cohomologie H*{V) et, de maniere duale, I'algebre a puissances divisees r*(V^) = r(ai, . . . , a„) 
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s'identifie a I'homologie H^,{V). Les matrices a coefRcicnts dans F2 operant a gauche sur F2[a:i, . . . , Xn], done 
par dualite a droite sur r(ai, . . . , a„), par substitution lineaire des generateurs. 

Pour toute suite d'entiers / = (ii,...,i„), notons = x]^ ' ' ' ^Ir "^t A'^^^ — a^*^'' ■ • ■ al*"'' : les 
et les A^^^ forment respectivement des bases duales de F2[a;i, . . . , Xn] et r(ai, . . . , a„). Un multi-indice ou 
monome, qui verifie is-i > Si^ pour 1 < s < n sera dit admissible. 

Proposition 4.2 Le Mn-module ^^(V) est engendre par a^^ ■* • • • a^^lj^On^^ De maniere equivalente, 
pour tout element P de ^^{V*), il existe a G M„(F2) tel que I'expression de a ■ P comme somme de 
mondmes distincts contienne x\ ■ ■ •a;^_]^x„. 

La demonstration de I'equivalence des deux enonces est laissee au lecteur. 

Mettons I'ordre lexicographique sur les monomes de F2[xi, . . . , Xn\. Pour tout element homogcnc non-nul 
P G F2[xi, . . . ,Xn]^ soit m(P) le plus grand monome (par rapport a I'ordre lexicographique) qui apparait 
dans P. 

On aura besoin du Icmme suivant : 

Lemme 4.3 Si 77i(P) n'est pas admissible, alors il existe a G M„(F2) tel que m{a ■ P) > m{P). 

Demonstration Montrons la proposition par recurrence sur n. On passera au lemme apres. Le cas n = 1 
est trivial. Supposons que n > 1 et que I'enonce est vrai pour n — 1. Cette hypothese implique que pour 
tout Q G F2[a;2, . . . , Xn] non nul de degre 2"~^ — 1, il existe r G M„ tel que r • Q contient x"^ ■ ■ ■ x^_iXn- 
Ici T ne fait intervenir que les generateurs X2, ■ ■ ■ , Xn- 

Soit P G F2[a;i, . . . , x„] un element quelconque non-nul de degre 2" — 1. II faut montrer que a ■ P contient 
Xi ■ ■ ■ x'^_iX„ pour un certain a G Af„. D'apres le lemme 1431 on pent supposer que m{P) ^ x'l ■ ■ ■ x^" 
est un monome admissible. Si m{P) est admissible c'est clair. Dans le cas contraire, en appliquant plusieurs 
fois le lemme on trouve un cr G -M„(F2) tel que m{P) est admissible. 

Mais alors ii > 2"^^. Reecrivons P sous la forme P = xf^ ^ f + R, ouf = f{xi, . . . ,Xn) et Rue contient 
que des monomes dont la puissance de xi est inferieure a 2"~^. 

Soit u une combinaison lineaire non nuUe des generateurs X2 , . . . , a;„ . Soit cr„ la matrice definie par la 
substitution xi xi + u. Posons Q = f{u,X2, ■ ■ ■ ,a;„). Le polynome, en X2, . ■ ■ ,Xn, coefficient de xf 
dans 

au - P ^ Pixi + u,X2, . . . ,Xn) G F2[2:2, . . . ,a:„][xi] 

est Q. On suppose d'abord que Q ^ 0. Or, par recurrence il existe t G Af„ tel que r • Q contient 
^2 ■ ' ' x^-iXn- Comme t ne fait pas intervenir xi, il suit que ra^ ■ P contient xf ■ ■ ■ x'^^iXn- 

Si /(w, X2, . . . , Xn) = pour toute combinaison lineaire non nuUe u, alors f{xi, . . . , Xn) est divisible par 
xi + u quelque soit u. Comme / est de degre 2"^^ — 1, il suit que / — Yiui^^ + u) et 0:2 • • ■ x^_iXn 
apparait dans /. D'ou P lui-meme contient Xi ■ ■ ■ x^^_iXn, la proposition est demontree. □ 

Demonstration de \4-3\ On met I'ordre lexicographique sur les monomes de F2[a:i,--- ,a;„]. Pout tout 
element non-nul P G F2[xi, ■ • ■ , Xn], soit m{P) le plus grand monome (par rapport a I'ordre lexicographique) 
qui apparait dans P. 

Soit m{P) = • ■ ■ x'n ■ Comme ni{P) n'est pas admissible, il existe 1 < s < n tel que 2is > is-i- En 
regroupant les monomes de P, on le reecrit sous la forme P = x^ ■ ■ ■ Qa;*!^^]^ ■ • ■ a;^" -I- R, de maniere 
que m{R) < m{P) et que Q — Q{xs-ij Xg) G F2[a;s_i,Xs] est un polynome de degre ig-i + is qui verifie 
m(Q) = xl'-^xl" . 

Pour tout cr G GL„ qui correspond a une substitution qui ne fait intervenir que Xs^i,Xs, les monomes 
de a ■ R sont differents des monomes de x\^ ■ ■ •a;^l72 (c • Q)x''g^l ■ ■ ■ xl^ . Si on a m(a ■ x^ ■ ■ • a;*lr|(cr ■ 

Q)a;*!^i ■ • ■ xjj" ) > m{xY ■ ■ ■ x's~2 {■Q)Xs+i ' ' ' ^li) aura forcement m{a ■ P) > m{P). 

On pose Q = xl_ixj{xs-i + XsYQ' avec Q' G F2[a;s-i, a;^] et I'entier q le plus grand possible. 
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Dans le premier cas, Q' contient un monome x\_i. Celui-ci est forcement m{Q'), d'ou m{Q) = xj^_^ix1, 
ce qui est absurde puisque m{Q) = xl^ZiX^f et 2is > ig-i- 

Dans le deuxieme cas, Q' contient un monome x].. Soit a € GL„ la matrice qui correspond a la substi- 
tution qui echange Xs-i et Xs. Alors 

a ■ Q ^ Q{Xs,Xs-l) = xl_j^X^g{Xs-l + Xs^Q' (Xs, X^^iy 

II est clair que xl_i — m{a ■ Q'), d'oii m((T ■ Q') — x^l^^a;^. Comme 'Sq + i — is^i + is, on deduit aisement 
que m{Q) > x^^Zix\% d'oii m{a ■ P) > m(P). 

Dans le troisieme cas, Q' est divisible par Xg-iXs- Soit r G GL„ la matrice qui correspond a la substi- 
tution qui transforme Xg en Xs-i + Xg- Alors dans 

T -Q' ^ Xs-i -I- Xs) 

le terme qui ne comporte pas Xg est egal a Q'{xs~i, Xg-i). Puisque Q' n'est pas divisible par x^-i + Xg par 
maximalite de q, ce terme est non nul et egal a x\_i pour im certain i > 0. II suit que m{T ■ Q) — x^^'^J^^xl. 

Comme 2>q + i — ig-i + is, on a m(r • Q) > x^Ti , d'oii m(T • P) > m{P). □ 

5 Applications homologiques 

Dans cette section on demontre diverses consequences homologiques du tlicoreme ll.il 
On commence par 

Theoreme 5.1 La resolution injective de L'^ donnee var \l.l\ est minimale. 

Cela resulte de ce que les modules instables Lh <8 J{k) sont indecomposables et deux a deux distincts 
[LS89] . 

Corollaire 5.2 L'element fin G Ext^(J(2" — 1),L'J determine par cette resolution injective est non nul. 

Le corollaire resulte de ce que J(2" — 1) est localement fini, alors que le plus grand sous-module localement 
fini de Li (g) J(2"^^ — 1) est trivial. En effet ceci est consequence de ce que Li (S) J(2"^^ — 1) a une filtration 
finie dont les quotients sont des suspensions de Xi, voir aussi |Sch94[ Chapter 6]. 

Corollaire 5.3 Soit M un module instable, n > 0, 

1. Extl^{M,L'J = {0} sis>n; 

2. Ext^(M, LJJ ~ {0} si s ^ n et M est localement fini; 

3. Ext^(I]*Af, = {0} si t > 2^ - 1. 

Demonstration La premiere propriete est claire, la seconde vient de ce que Homi/(M, Lj ® J{k)) est nul 
si j > car M est localement fini et Lj J{k) a une partie localement finie triviale si j > 0. La troisieme 
resulte de ce qu'il n'y a pas d'applications non nuUes de S'^M dans L^ si h > 0. □ 

5.1 Groupes d'extension Ext^*(Z/2, L^^), n>2 

On considere ensuite le calcul des groupes d'extension Ext^*(Z/2, L'^^). A cet effet, on se sert des travaux 
de J. Lannes et S. Zarati [LZ87j sur les foncteurs derives de la destabilisation. 

On designe par M la categoric dont les objets sont les ^-modules gradues et dont les morphismes 
sont les applications ^-lineaires de degre zero. La categoric U des ^-modules instables est alors une sous 
categoric pleine de A4. On note D: M lA et on appelle foncteur de destabilisation I'adjoint a gauche 
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du foncteur oubli U ^ M. Lc fonctcur D est exact a droite et on note Dg : M ^ s > 0, ses fonctcurs 
derives. 

Pour tout module instable M et tout s > 0, Lannes et Zarati ont explicite le module DsE^~*M en 
termes de la construction de Singer de M. En particulier, si D(s) et Ug designe respectivement I'algebre de 
Dickson et I'invariant de Dickson superieur de GL^ sur F2[a;i, ■ • ■ ,Xs], on a 



Proposition 5.4 ([LZSiI) DsT}{'L/2) ^ I]^+*i:>(s)o 



sis>Oets + t>l. 



Demonstration Soit M un module instable. D'apres Lannes et Zarati [LZ87| . on a Ds^^ = J^RgM, 
Rsi^M) = Y^LOsRsM et Rs{1/2) ^ D{s). Id i?^(M) designe un certain sous-Amodule de H*B{Z/2Y ®M 
dependant fontoriellement de M. On en deduit que 



s+t-l 



La proposition est demontree. □ 
Soit N un module instable. La suite spectrale de Grothendieck associee a la composee des foncteurs 



est de la forme : 



M ^ U — - — F2-espaces vectoriels 

:= Ext^(D,(-),iV) ^ Ext^'(-,iV). 




Fig. 1 - Ext^*(Z/2,L;j, n > 2 
Le theoreme 1 1 . 2 1 est la combinaison des trois propositions suivantes. 



Proposition 5.5 On a Ext^'^"^" (Z/2, LJJ = Z/2. 
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Demonstration On a une suite spectrale de Grothendieck : 

Extf,{D,j:'"-'Z/2,L'J ExtXi(S2"-iZ/2,L:j. 

D'apresEHl 

Soit E; W — > Z// le foncteur adjoint a droite du foncteur de suspension Y,: U ^ lA. On rappelle que E(L ® 
J{k)) — L ® J{k — 1) si L est un module instable reduit [Sch94j . On adopte la convention que J(fc) = si 
k est negatif. On deduit alors de ce qui precedent et de la resolution injective de que 

Ext^'fD I]2"-iZ/2 L' ) = sip^n, ^ fo si (p, g) ^ (n, 0), 
' ' \llomu{Dgj:^"-^Z/2,J{2''-l)) si p = n, \Z/2 si (p, g) = (n, 0). 

II suit que la suite spectrale degenere et Ton obtient 

Ext^(S2"-iZ/2,L;) ^ Ext2(S2"-iZ/2,L;) = Z/2. 

La proposition est demontree. □ 

Remarque 5.6 On deduit de la demonstration ci-dessus que I'inclusion I]^"^^Z/2 > J(2" — 1) induit un 
isomorphisme Ext2(J(2" - 1),L'J = Ext^ (^^"-iZ/2, L^J = Z/2 pour tout n > 1. On pent alors definir 
une classe non-nuUe i^n G Ext^(I]^ '^Z/2, L'^) comme etant I'image de /i„ G Ext^(J(2" — 1),L'J par cet 
isomorphisme. Une suite exacte des yl-modules qui represente Vn sera donnee dans 16. ll 



Proposition 5.7 On a Ext^+^'^ ^" '{Z/2,L'J = Z/2. 
Demonstration On a une suite spectrale de Grothendieck : 

ExtUDqJ:^""-'Z/2,L'J ^ Exe^\j:'"''-'z/2,L'j. 

D'apresEH 



DgY^"~'-^Z/2 = 
Si q = alors, pour tout < i < n, 

Homi^(S2""'-iZ/2,L„_, ® J(2* - 1)) = 0. 

Si q = 1 alors DiE2""'-iz/2 = T.^"'' D{l)u;f~'-^ , done 

Ext^(DiE2""^-iZ/2,L;) 



si p 7^ n, 
Z/2 si p = n. 



- Si q > 2 alors la connectivite de DgT,"^" '-^Z/2 ^ '-2 est 

2«(g + 2"-^ - 2) + 1 > 2" - 1. 

On en deduit que 



Ext^p,I]2"- -1z/2,L:J = 



si 7^ (n, 1), 

Z/2 si = (n,l). 



D'ou Ext^^E^"- -1^/2, L'^) ^ ExtS(i^iI]2" -iZ/2, L^) ^ Z/2. □ 
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Proposition 5.8 S'Mpposons (s, i) ^ {(n, 1 — 2"), (n + 1, 1 — 2" ^)}. Alors le groupeExt'j^{l,/2, L'^^) est nul 
des que s — t > 2"~^ + n. 

Demonstration On a unc suite spectrale de Grothendieck : 

ExtPp,_pI]-*Z/2,L;) ^ Ext^(S-*Z/2,L;). 

D'apresEH 

On va niontrer que Ext^(Z?s_pI]^*Z/2, L^) = pour < p < n. 

1. Pour 0<p<n-2, onas-p-t> 2""^ - 1. On en deduit que le groupe Ext^(I?s_pi;"*Z/2, L'J 
est nul pour tout < p < n — 2. 

2. Pour p = n — 1, le groupe Ext[^^^(Z)s-n+iS^*Z/2, L'^) est le noyau du morphisme 

Honiu(i?.-„+iS"*Z/2,Li ® J(2"-i - 1)) A Homi^(i?,_„+iI]-*Z/2, J(2" - 1)) 

qui est induit par le morphisme Li (g) J(2"^^ — 1) — * J(2" — 1). Utilisant le fonteur E, le 

morphisme / se reecrit comme suit : 

}iomu{D{s-n+l)ujlZn+l,Li(E)J{2"-^^2+n+t-s)) A Homj^(i:i(s-n+l)u;^%\7}, J(2"-2+n+t-s)) 
qui est induit par le morphisme compose 

Li ® J(2"-i - 2 + n + i - s) ''''"'^'''> J(2"-i) (g) 7(2"-^ - 2 + n + i - s) A J(2" - 2 + n + t - s). 

(a) Si s = 71 — 1, le morphisme /' devient 

Homiy(F2, Li ® J(2"-i - 1 + <)) ^ Hom,^(F2, J(2" - 1 + i)) 

avec t < —2"^^ — 1. Le domaine de ce morphisme est trivial. 

(b) Si s — n, le morphisme /' devient 

Ilomu{D{l)ujZ\ Li ® J(2"-i - 2 + t)) ^ Homz^ (£1(1 Vf *, J(2" - 2 + i)) 

avec i < —2""^. Si t < 2 — 2"^^, le domaine du morphisme est nul. On va montrer que ce 
morphisme est un isoniorphisme si 2 — 2"^^ < t < — 2"^^. En efFet, on a 

Ilomu{D{l)uZ\Li(g)J{2''-^ -2 + t)) = Hom^/ (Ti(l), J(2"-i - 2 + t)) 

= Hom;^(F2[a;], J(2"-i -2 + t)) 
^ Z/2. 

Ici T est le foncteur de Lannes qui est adjoint a gauche du foncteur ~ ® Li: U ^ U . L'element 
non trivial, note a, de Homj^ (l?(l)u;]~*, Li ® J(2"^^ — 2 + i)) s'ecrit comme etant le compose : 

D(lVf * ^ F2[a;, y] ^ F2[x] ® V^iy] ^ L^® J(2"-i - 2 + i), 

oil i(a;'^) = (x + y)'^. Or, le coefficient de dans le developpement de (x + j/)^ -i+t 

est (^2"-^*) qui est non nul puisque 2""! < 2" - 2 + 1 < 2""! + 2""^ _ 2. Le compose 

D(lVr* ^ Li ® J(2"-i - 2 + t) J(2"-i) ® J(2"-i - 2 + i) ^ J(2" - 2 + <) 

est ainsi non nul car il envoie -2+t i^n^^j^t- 
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(c) Si s > rt+1, la connectivite de T(_D(s— est (2* " ~l){s~t—n) d'apres la proposition 
I5.10l ci-dessous. On en deduit que le groupe llomu{D{s~n+l)Lu^^zl^l, Lii^J{2''-^^ -2+n+t-s)) 
est nul car 

(2^-" _ _ t - n) = 2''-"(s -t-n) + n + t^s> 2"-^ -2 + n + t-s. 
3. Pour p — n, comme le cas precedent, le groupe Ext^(£'s-nS^*Z/2, L^) est le conoyau du morphisme 

}iomu{D{s~n)ujlZV~\Li®J{2''-^+n-l+t-s)) ^ Hom;^(i:i(s-n)w,"Z^-"-\ J(2"+n-l+i-s)). 

(a) Si s — n, le morphisme /" devient 

Homj^(F2, Li ® J(2"-i - 1 + t) ^ Homz^(F2, J(2" - 1 + i)) 

avec t < 1 — 2"^^. La source de ce morphisme est triviale car i 7^ 1 — 2". 

(b) Si s = ?i + 1, Ic morphisme /" devient 

Hom;v {D{l)uj-\ Li ® J(2"-i - 2 + t)) ^ Homz^ (^ill Vr*, '/(2" - 2 + i)) 

avec t < 1 — 2"^^. Le groupe Homj^ J(2" — 2 + t)) est non trivial si et seulement si 
t > 1 — 2"^^. Comme t ^ 1 — 2"^^, le morphisme considere avec 1 — 2"^^ < t < 1 — 2"^^ est un 
isomorphisme comme le cas 2(6) ci-dessus. 

(c) Si s = n + 2, le morphisme /" devient 

}ioinu{D{2)uj-^+\Li ® J(2"-i - 3 + t)) ^ }iomu{D{2)uj-*+\ J(2" - 3 + t)) 

avec t < 2 — 2"^^. Le module £'(2)^2^*^^ est alors non nul en degre 2" — 3 + 1 si et seulement si 
t = 2 — 2"^^. Le morphisme devient 

}iomu{D{2)ujf'-\Li J(2""2 _ i-^^ _^ Homii(D(2)wf J(3.2"^2 - 1)) = Z/2. 

Ce morphisme est surjectif car I'application Z3(2)cj2 ^ Li®ii > Li0j(2" — 1) 

envoie la classe {x^ + xy + lf')uj2 ~^ sur la classe x^" ^ ® L2n-2_i. 

(d) Si s > 71 + 3, la source du morphisme /" est triviale car D{s — n)ujlzl^"'~^ est trival en degre 
2" + rt — 1 + t — ,s. En effet, supposons qu'il existe un element de D{s — n) de degre d tel que 

(2*"" - l)(s - t - n - 1) + = 2" + n - 1 + t - s. 

II suit 2" - 2 = 2''-"(s - i- n-l) + d> 8(2"-^ - l) + d ^ 6 > 2" + d ^ d = 2. Or, I'algebre 
de Dickson D{s — n) est trivial en degre 2 si s — n > 3. 
On a ainsi demontre que Ext^{Ds-pT,~*^'^/2, L'^) — pour < p < n. La proposition suit. □ 

5.2 Serie de Poincare de T(^D{n)ujl^ 

Soit $ le foncteur double [Sch94| de la categrorie U des modules instables. Rappelons que I'algebre 
des invariants F2[a;i, ■ • ■ ,x„]^'"" est I'algebre de Dickson D{n) = F2[(3,i,o, • ■ ■ , Qn,n-i\- Le lemme suivant 
est facile a verifier en utilisant le fait que, par la projection canonique F2[a;i, ■ • ■ ,a;„] — » F2[a;i, ■ • ■ ,a::„_i], 
I'invariant de Dickson Qn.i s'envoie sur Ql^_i j_i si i > et sur si i = 0. 

Lemme 5.9 Soient n,i> 1. // existe une suite exacte courte des modules instables : 
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On note Pn,i{t) la serie de Poincare de T{D{n)u)l^ . II resulte du lemme lS^ et de I'exactitude du foncteur 
f que 



Proposition 5.10 On a Pn,i{t) = i^^" '"^^*P„,o(i)- 

Demonstration Soit G„_i le sous-groupe de GL„ des matrices de la forme 

■ • ■ * >i<\ 



Vo ... I) 

La theorie de Lannes |Sch94j donne 

f{D{n)) =F2[xi,-- - ,Xnf-'. 

Or, e'est un resultat classique que I'algebre des invariants F2[a;i, • • • , Xn]*^""^ est une algebre polynomiale 
engendree par les generateurs Qn-i,o^ • ■ ■ , Qn-i,n-2, Vn dont les degree sont 2"~^ — 1, • • ■ , 2"~^ — 2"~^, 2"~^ 
respectivement. II suit 



PnAt) = 



1 



(1 - <2"-i-l) . . . (1 _ i2"-i-2"-2^(i _ ^2-1) ■ 

On en deduit que 

Pn-lAt^) = {l-t^""-')Pn,o{-t)- (2) 

La proposition est maintenant facile a demontrer par recurrence double sur {i,n). On a rien a faire pour 
i = 0. Pour n = 1, on a f{D{l)ujl) = f{D{l)) car le module quotient D{1)/D{1)ujI est fini. 

Supposons que la formule Pn',i'{t) = t^^" Pn'fiit) soit verifiee pour tout {n' < {n,i). On a 

PnA^) = Pn.-i{t) - (d'apresIH) 

= t(2"-'-i)(«-i)p^ _ ^«-42(2"-^-i)(,-i)p^_^^(^2) (d'apres I'hypothese de recurrence) 

^ ^(2'.--i)(.-i)p^^^^(^) _ ^(2"--i)(.-i)(i _ (d'apres© 

La proposition est demontree. □ 

Remarque 5.11 La proposition suggere que I'on ait un isomorphisme de modules instables : 

f{D{n)u\) = f{D{n)) ■ uj\^^. 

6 Applications homotopiques 

Dans cette section, tous les espaces et spectres sont 2-completes. 
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6.1 Les cofibrations de Takayasu 

Soit Vn = (Z/2)". On considere la representation reelle reguliere reduite de Vn 



reg„ : K 



et la somme reg®^ = reg^^ + • ■ ■ + reg^^, k fois. Takayasu [Tak99j considere reg^'^ pour tout entier k. On 

se restreint aux cas ou fc > 0. On designe par BVn " I'espace de Thorn associe a la representation reg„ , 
i.e. I'espace de Thorn du fibre vectoriel EVn Xv„ BVn- 

L'action de GL„ sur BVn induit une action sur I'espace de Thorn BVn ■ L'idempotent de Steinberg 
e„ definie alors une application stable sur BVn^^^ . A la suite de Mitchell et Priddy [MP83| . en prenant 
le telescope de cette application, on obtient un facteur stable de BVn que Ton note • BVn ■ 
On adopte la notation de Takayasu en posant M(ri)fc ~ e„ • BVn'^^"^ . On renvoie a |Tak99] pour une 
construction cxplicite de M(n)fc,. 

On obtient en particulier que M(n)o — M(n), M(ri)i — L(n) et M(n)2 = L'(n). La cohomologie de 
M(n)fe est dcterminee en utilisant Tisomorphisme de Thorn : 

iJ*M(n)fe = w,';e„ • F2[a;i, • • • , a;„] = 

Theoreme 6.1 (Takayasu [Tak99] ) Pour k > 0, il existe une suite de cofibration 

E'=M(n - 1)2^+1 ^ M(n)fe ^ M{n)k+i. 
On obtient en particulier une suite exacte courte en cohomologie : 



UJ^Ln 



fe, .2k 



On combine les suites de cofibration de Takayasu pour obtenir la suivante : 



-'M(0)2" 



"^M(n-fc)2 



"'M(n-fc+l)2fc-i 



EM(n-l)2 M(n)i 



Ici dk.n se factorise comme suit : 
T.'^''~^M{n- k) 



M{n)2. 
(T) 




^M(71 - fc + l)2fc-l 



La suite [T] induit en cohomologie une suite exacte de ^-modules instables 



> LOnL-a > Ln 



■2- -It 



"'Fa 



a;^l"fe'L„_fc8E''-'F2 



E^^-^Fa 0. (T') 



D'apres la proposition 4.2.1 de |Tak99| . est donne par 



On obtient done un diagramme commutatif : 

^2" 



si in-k+l > 1, 
i2fc_l si in-k+l = 1- 



'jl-k+l ^n-k+1 



To 



Ln-k+1 <S) J{2 



fe-1 



1) 



L„_fc® J(2'=-l). 
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La suite IT'I dont la realisation geometrique estlH dcfinit un clement dans ExtX/((S^ ~^F2, L'^) qui a cause 
de la commutativite ci-dessus est egal a f„ de l5.6l On etudiera ailleurs la realisation geometrique de la suite 
exacte de ll.ll 

6.2 La suite spectrale d'Adams 

On considere la suite spectrale d'Adams pour map(L'(n), 5°) associee a ,Z/2) qui converge a 

7r*(map(L'(n), S")) et dont le terme E2 est 

E^'' = Exe:/{Z/2,L'J 

et les differentielles 

Demonstration de \1.3\ Pour n > 2, on doit verifier que 

'z/2 si /c e {n + 2" - l,n + 2"-i}, 
sike [n + 2"-^+oo) \ {n + 2" - l,n + 2"-i}. 



D'apres fl.21 la page E2 de la suite spectrale pour TT*(L'{n)) est representee comme dans la figure 1. On 
en deduit le resultat. 

Pour n = 1, on utilise la suite exacte longue d'homotopie de la cofibration L(l) L'(l) et la 

conjecture de Segal |AGM85j pour L(l) = E°°BZ/2, ce qui dit que 7r'=(L(l)) = si fc > et 7r°(L(l)) = Z2. 
On obtient alors 7ri(L'(l)) = 0, 7r2(L'(l)) = Z2 et 7r'''(L'(l)) = si /c> 2. □ 



Remarque 6.2 On pcut composer I'application non triviale L'(n) s"+^" ^ avec I'inclusion de cellule de 

'2" + i-2n-2- 



dimension minimale de L'(n), qui est S'^'^ " On obtient ainsi un element du groupe stable tt^ 



Pour n = 1, c'est I'application de degre 2, pour n = 2 c'est 77^. 

6.3 Sur la cohomotopie de M(n)fc 

En fait le calcul de 7r*(L'(ri)) en degre superieur ou egal a n + 2" — 1 pent etre deduit directement des 
cofibrations de Takayasu et de la conjecture de Segal comme suit. 

Theoreme 6.3 Pour tout n > 1 et tout k > 1, on a 

n'M(n) ^ i - (2" - l)(fc - 1) + n, 

^"■^'^ [0 sit> (2"-l)(fc-l) + n. 

Demonstration On pose a{n, k) — 2"~^(fc — 1) + 1 et P{n, k) — (2" — l)(fc — 1) + n. On fait une recurrence 
double sur les couples (n, k) > (1, 1) pour demontrer la formule 



7r'M(n)fe = 



'vr"(">'=)M(l)„(„,fe) si t^(3{n,k), 
si t>l3{n,k). 



Supposons fc = 1. II resulte de la conjecture de Segal pour le spectre M(n)i — L(n) que 7r*L(ri) = 
pour tout t > et tout n > 1. La formule est verifiee. 

Supposons n = 1. On fait une recurrence sur fc > 1 pour montrer que 7r*M(l)fe = si t > /3(1, fc) — fc. 
Le cas fc = 1 est clair. Pour fc > 1, la cofibration S'^"^ M(l)fc_i M(l)fc induit une suite exacte en 
cohomotopie : 

^t-igfc-i ^ ^tM(l)fe ^ 7r*M(l)fe_i. 



19 



Si t > A:, on a 7r*~^S''~^ = et 7r*M(l)fe_i (d'apres I'hypothese de recurrence), done 7r*M(l)fe = 0. On 
a ainsi verifie la formula pour n = 1 et fc > 1. 

Supposons que n > 2, k > 2 et que la formule soit verifiee pour tout couple (n', k') inferieur au couple 
(n,k) dans I'ordre lexicographique. La cofibration de Takayasu E'^~^M(n — l)2/c-i — > '^(n)k-i — > M(n)fe 
donne une suite exacte en cohomotopie : 



Tr'-^M{n)k-i ^ 7r*-iS'=-iM(n - 1)2^-1 ^ n'M{n)k ^ ^*M(n) 
Si t > P(n, fc), par hypothese de recurrence double pour le couple (n, /c — 1), on a 

7r*-iM(n)fc_i = 7r*M(n)fe_i = 

car 

t>t-l> (3{n, k)-l> f3{n, k - 1). 
On en deduit que, si i > /3(n, fc), on a 

7r*M(n)fe ^ 7r*-il]'=-iM(n - 1)2^-1 = 7r*-'=M(n - 1)2^-1. 

Puisque t > f3{n, k) <==^ t — k> f3{n — 1, 2fc — 1) et a{n, k) = a{n — 1, 2fc — 1), I'hypothese de recurrence 
double pour le couple {n — 1,2k — 1) donne la formule souhaitee pour 7r*M(n)fe. □ 



Corollaire 6.4 Soient n > 1 et i > 0. On a 



Z2 si (n, i) = {1, 0), 
Z/2 sinon. 



Demonstration On observe que a{n, 2* + 1) = a{n + i,2). D'apres le theoreme 16.31 on a alors 

On applique le theoreme II. 31 au spectre L'(n + i) = M(ri + 1)2 pour obtenir le resultat. □ 

On a en particulier le resultat suivant pour les espaces projectifs tronqucs M(l)2i+i : 
Corollaire 6.5 On a 



Z2 si i = 0, 
Z/2 sii>l. 



7 Appendice : Complements sur le facteur de Steinberg 

Pour 1 < fc < n, I'image de I'idempotent G F2[GLfc] dans F2[GL„] par I'inclusion canonique GL^ ^ 
GL„ utilisant les m premieres coordonees de , par abus, se note aussi Ck- Pour l<i<n — 1, on designe 
par 62, i I'image de I'idempotent 62 G F2[GL2] dans F2[GL„] par I'inclusion canonique GL2 ^ GL„ utilisant 
les i-ieme et (i + l)-ieme coordonees de F2 . 

Dans |Kuh87| Kuhn montre que la sous-algebre de F2[GL„] engendree par 62,1, • • • , 62,^-1 est isomorphe 
a I'algebre de Hecke EndF2[GL„](lBl^")- En particulier, on a 

Proposition 7.1 ( [Kuh84L IKP85] ) 1. e„ est un produit de longueur maximale des 62,1, ■ • • , 62,71-1- 
2. e„ — 6,162, i = 62,i6„ pour tout 1 < i < n ~ 1 ; 

3- — 6n — l62,n— l^n — 1 ■ 
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Demonstration de \2.3\ II s'agit de montrer que 



n-l 

i=l 

On commence par verifier que Ln = Cn ■ Lf" en identifiant M^" a I'algebre F2[a;i, • ■ • ,a;„] et Lf" a 
I'ideal engendre par xi ■ ■ - Xn- On observe d'abord que e„ • Lf" est en fait facteur direct de Lf" puisque 
I'idempotent e„ induit un endomorphisme de Lf". A cet effet, on se sert de 17.11 (1), ce qui dit que e„ 
est certain produit des 62, i, pour se ramener au cas n = 2, ce qui est aisement verifie par calcul direct. 
Comme Lf" est facteur direct de Mf ", e„ • Lf " est facteur direct de M„ = e„ • Aff ". La rigidite de 
I'isomorphisme M„ = L„ © L„_i implique alors que L„ = e„ • Lf ". En effet, si Ton note /„_i G M„(F2) la 
matrice diag(l, • ■ • ,1,0), Kuhn a montre dans [Kuh87j que Endi^(Af„) est I'espace vectoriel engendre par 
les idempotents e„ et e„/„_ie„. En particulier, le facteur direct L„_i de M„ correspond a I'idempotent 
e„/„_ie„. Comme Taction de e„/„_i est triviale sur e„ • Lf " C Lf ", on obtient L„ = • Lf ". 

On verifie ensuite que a;„e„ • M®" = e„ • Lf ". Comme I'invariant uin est divisible par xi ■ ■ ■ a;„, il est 
clair que w„e„ • Mf" C e„ • Lf ". Soit / G e„ ■ Lf " C Lf ". Alors / est B„-invariant et divisible par xi • ■ • a;„. 
Une observation elementaire, due a H. Miii, dit que si / est i?„-invariant et divisible par Xk, alors / est 
egalement divisible par 

Vfc = J]^ (Aixi H ^ \k-iXk-i + Xk). 

On en deduit que / est divisible par ujn = Vi ■ ■ ■ Vn- Soit / — ujnf ■ On a done / = e„ • / = LUn^n ■ f est un 
element de ci;„e„ • Mf " et ainsi obtient I'inclusion e„ • Lf " C w„e„ • Mf ". D'oii e„ • Lf " = w„M„. 
Enfin I'identification 



e„ . Lf " = Pi Lf » L2 ® Lf "-*-! 



due a Kuhn [Kuh84| . est demontree en utilisant 17.11 (1) et (2). Si x est un element de e„ • Lf", alors 
X est invariant par Cn- Comme 62,2^^71 — 

pour tout 1 < i < n — 1, x est aussi invariant par 62,1 
pour tout 1 < i < n — 1. D'oii x appartient a n"=i^ -^f ® L2 ® Lf"~*~^. Si x est un element de 
ritTi if*~^'X>L2iX)Lf"^'^^, alors x est invariant par e„ car e„ est certain produit des 62, i, d'oii a; G Cn-Lf"'. 
□ 

L'algebre de Dickson L>(fc) est la sous-algebre des invariants sous Taction du groupe lineaire GL/j sur 
F2[a;i, . . . Soit LUk — det(a;^ )i<i,i<fc 1^ classe de Dickson superieure de D(k). 

Proposition 7.2 Siii > 2i2 > ■ ■ ■ > 2""^i„ > Q, on a 
pour certains i > in et fi L„_i C F2[a;i, . . . ,Xn^i]. 

Demonstration Notons d'abord que LOn est GL„-invariant et Ton a un developpement 

= ^n"l ■ X'n + ^ g^ ■ X^, 

pour certains gi G F2[a;i, • • • II suffit done de montrer que 

e„ • ujY ■ ■ ■ w^r/ =en-i-ujY ■■■ uj^'l +^2^^^ < 
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pour certains hj G F2[a;i, • ■ • ,Xn-i]- De maniere equivalentc, il sufRt dc montrer que 

T il iri-l il in — I 

J-n-ien ■ ^\ ■ ■ ■ '^n-l — ' ^i,o ' ' ' 

avec In-i = diag(l, • • • , 1, 0) £ Af„(F2). Posons Q Q{xi, • • • , x„_i) = uj^ ■ ■ ■ (jJ^^-i ■ ^ 

In—l ' ; * * ■ 7 -^n— 1 ) -^n — 1 ^n-^n — 1 ' Qi.'^l t ' ' ' i -^n — 1 ) 

-fn-i(e„-ie2,„-.ie„_i)/„_i •(3(a;i,-- - ,x„_i) 
= e„_i(/„_ie2,n-i-fn-i)e„-i • (3(a;i, ■ • ■ ,a;„_i). 

Comme /ie2/i = diag(l, 0) + diag(0, 0), on obtient 

/„_ie„ • Q = e„_idiag(l, • • • ,1,1, 0)e„_i • Q + e„^idiag(l, • • • ,1,0, 0)e„_i • Q 

= e„_idiag(l, • • • ,1,1, 0)e„_i • Q (comme e„_i • Q est divisible par a;„_i) 

= e„_i ■ Q. 

La proposition suit. □ 
Demonstration de \2.5\ II sufRt de verifier que 

Sq^^+i • • • Sq^-+\^—) = S„ . • • • iol-r'^-cvlT (3) 

pour il > 2z2 > • ■ ■ > 2"~^z^^ > 0. On fait une recurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial : 

Xl 

Supposons que la proposition soit vraie pour tons les entiers inferieurs a n. Posons J := (12 + 1, • ■ • , + 1). 
On a 



sq^( — i — ) = P7(xi,...,x„)+ -sq''( 1 ) 

' ' ' Xri 1 ^ - ^ Xl • • • Xi • • • Xfi 

l<i<n 

+ E — )+ E ^sq'^( ^ — ^^—^ ) + •••. 

X'lXj Xl • • • ■ • • • • ■ Xyj 1 - ^ i,<r- XiXjXj^ X± • • • Xi • • • Xj • • • X}^ • • • Xfi 

ou Pj{xi, • ■ • , Xn) e F2[a;i, . . . , Xn] est un polynome de degre ^2 + •■■ + «« — 1. Par hypothese de recurrence 
et instabilite, on voit que les termes de la deuxieme ligne sous-dessus sont nuls. De meme, on a 

Sq*^ + lPj(xi,-.. ,x„) =0 

par instabilite. On obtient done 

Sq^(^— ) = Sq-+i(^ lsq^( ^ )). 

^1 ' ' ' 1 ^ ■ ^ "^i "^1 ' ' ' -^i ' ' ' -^n 

l<t<n 

L'egalite ^ resulte de I'hypothese de recurrence et du lemme suivant. 
Lemme 7.3 



12-213/'^ \ i„„i-2i„ 



Sq'i+^( 



{X2) ■ • •t^„"_2 "(2^2, • ■ . ,a;„_i)w^"_i(a;2, . . . ,a:„). 



Xl 

^(xi) • • ■ w„_;^ (a;i, . . . ,a;„)tj„"(xi, . . . ,x„). 
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On va montrer le lemme en utilisant le carre total stable defini comme suit. Soit M un y^-module. Supposons 
que H*{BZ/2) = ¥2[x] avec \x\ = 1. Le carre total stable S: M ^ ¥2[x,x^^]^M est donne par 

i>0 

Notons que St(z) = x'^'iS(z) est le carre total instable de z. De plus S est multiplicatif si AI est une 
^-algebre. H. Mvii |Mui75| a montre que 

St(K(a;i, . . . ,Xn)) = Vn+l{x,Xi, . . . ,x„). 

Ici 

Vi(xi, . . . ,Xi) := Y[ {aixi ~i h flj-iXj-i + x^) 

(ai,...,ai_i)eF^"^ 

et 

¥2[xi,...,Xnf- =¥2[Vi,...,V„]. 

Utilisant la relation cuk = Vi ■ ■ ■ Vk , on a 

c( ( n\ UJk+l{x,X2,- ■ ■ ,Xk+l) 
S \ UJk[X2, ■ ■ ■ ,Xk+l) = 5^ . 



Posons 

uj\'''^^'^{x2) ■ ■ -i^l^li^ *"(a;2, • ■ . ,a;„_i)cj^'L;^(a;2, . • . ,a;„) 
z = . 

Xl 

On obtient 

^ ^ cJi^~^'"(a:)---^';ri~^'"(x,a:2,...,a:„)u;^"(a;,a:2,...,x„) ^ 1 1 . 

^^'^ x^i ^a;i ■ a;*i ' 

L'admissibilite de la suite / permet d'ecrire uji{x) sous la forme 

m 

j=o 

avec /j G F2[x2, • • ■ , a;„]. D'autre part, Taction de I'algebre de Steenrod sur ^ donne 
II suit 

i>0 0<j<m 

On voit clairement que le coefficient de -^ytt dans la serie formelle S{z) est X^JLo /j'^i ~ Le lemme 

est demontre. □ 
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